群環の射影加群とAuslander-Reiten列について (有限群のコホモロジー論の研究) by 河田, 成人
Title群環の射影加群とAuslander-Reiten列について (有限群のコホモロジー論の研究)
Author(s)河田, 成人









$G$ . $O$ $0$ , $(\pi)$ $O$ ,
$k=O/(\pi)$ $p>0$ ( $p$ $|G|$ ) . R $O$ $k$
. RG- , R- .
OG- $O$G-lattice .
$RG$- $\mathcal{E}$ : $0arrow Zarrow Yarrow Xfarrow 0$ 3 ,
Auslander-Reiten ( almost split ) :
(1) $X$ $Z$ ;
(2) $\mathcal{E}$ ;
(3) split-epi $g:Warrow X$ , $h:Warrow Y$
$g=fh$ .
Auslander-Reiten, Roggenkamp .
$([\mathrm{A}\mathrm{R}], [\mathrm{R}])$ $RG$- $X$ , $X$
Auslander-Reiten – .
Auslander-Reiten “ - ” , $X$ Auslander-Reiten
$0arrow Zarrow Yarrow Xarrow 0$ $Z$ $\tau X$ . R=O \tau $=\Omega$ (
\Omega Hellar , $\Omega X$ X projective cover $P_{X}arrow Xarrow 0$ kernel) , $R=k$
\tau $=\Omega^{2}$ $([\mathrm{A}\mathrm{R}], [\mathrm{R}])$ .
$S$ kG- , $P_{S}$ S projective cover . Rad$(P_{S})$
, Ps ( – ) , .
$([\mathrm{A}\mathrm{R}])$ $S$ : $0arrow \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}(P_{S})arrow P_{S}\oplus \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}(P_{S})/\mathrm{S}_{\mathrm{o}\mathrm{C}}(Ps)arrow P_{S}/\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{c}(Ps)arrow 0$ ,
$P_{S}$ – Auslander-Reiten .
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Auslander-Reiten $S$ standard Auslander-Reiten
. $kG$ , Top$(Ps)( :=P_{S}/\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}(Ps)),$ $\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{c}(Ps)$
$S$ . , $\Omega S\cong \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}(Ps),$ $\Omega^{-1}s\cong P_{S}/\mathrm{S}_{\mathrm{o}\mathrm{C}}(Ps)$ .
standard $S$ :1
$S:0arrow\Omega Sarrow P_{S}\oplus \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}(P_{S})/\mathrm{S}_{\mathrm{o}\mathrm{C}}(Ps)arrow\Omega^{-1}Sarrow 0$
, $P_{S}$ liftable ( ) . , OG-lattice $Q_{S}$
F $\overline{Q_{S}}(:=Qs/\pi Q_{S})\cong P_{S}$ . , $\mathcal{O}G$-lattice ,
$kG$- $P_{S}$ lift ( ) . ,
OG-lattice $Q_{S}$ Auslander-Reiten .
\S 1 OG-lattice radical Auslander-Reiten
$\mathcal{O}G$ Jacobson radical $J(OG)$ , OG-lattice $Q_{S}$ radical
$Q_{S}J(OG)$ $J_{S}$ . $J_{S}$ Qs ( – ) .
Auslander-Reiten .
1 $\iota$ : $J_{S}-Q_{S}$ . , OG-lattice $X$ Qs
, X $J_{S}$ .
Wiedemann [W] , .
2 $Q_{S}$ $OG$- $Q_{S}$ $OG- 1\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}.\mathrm{i}_{\mathrm{C}\mathrm{e}}$ ,
$\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{C}(Js/\pi J_{S})\cong s\oplus s$ .
$J_{S}$ : $|G|=p$ $(\pi)=(p)$ , $J(OG)$
$J(OG)\cong O_{G}\oplus\Omega O_{G}$ . .
3 $Q_{S}$ $OG$- , $J_{S}$ . $J_{S}$
Auslander-Reiten , $Q_{S}$ – Auslander-Reiten .
$J_{S}$ . 2 $J_{S}=U\oplus V,$ $\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{c}(U/\pi U)\cong \mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{c}(V/\pi V)$
$\cong S$ . 1 , $Uarrow Q_{S}$ $Varrow Qs$ . $U$
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Auslander-Reiten \Omega -1U , V Auslander-Reiten
$\Omega^{-1}V$ , $O$-rank , $0arrow Uarrow Q_{S}arrow\Omega^{-1}Uarrow 0$
$0arrow Varrow Q_{S}arrow\Omega^{-1}Varrow 0$ Auslander-Reiten . , $\Theta$ $Q_{S}$







$\Theta$ , $U,$ $V,$ $\Omega^{-1}U,$ $\Omega^{-1}V$ $OG$-lattice
. , $\Theta$ $OG$-lattice
OG-lattice . $\Theta$
, Wiedemann [W] ,
, .
Qs/\mbox{\boldmath $\pi$}Qs\cong Ps socle . $\alpha\in Q_{S}$ socle ,
$I_{s:=}Qs+T^{-}\alpha OG1$
, $I_{S}$ $K\otimes oQs$ $\mathcal{O}G$- . $I_{S}$ , $Qs$ $f\mathrm{i}^{r}\otimes oQS$
( – ) .
4 $Q_{S}$ $OG$- . ls
$\Omega^{-1}J_{S}$ . QS Auslander-Reiten
:
$A:0arrow J_{S}arrow Q_{S}\oplus*arrow I_{S}arrow 0$
$f$ : $Q_{S}arrow\Omega^{-1}J_{S}$ . 2 $S\oplus S\cong \mathrm{s}_{0}\mathrm{c}(Js/\pi J_{S})\cong$
T$\circ$p$(\Omega^{-1}Js/\pi\Omega^{-1}Js)$ , $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathcal{O}(Js)=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}o(Q_{S})$ , ranko $(\Omega-1Js)=$
$\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{\mathcal{O}}(Qs)$ . $f$ (
, ). $\Omega^{-1}J_{S}$ $K\otimes o$ Qs OG-
$Q_{S}$ . $I_{S}$ , $Q_{S}$ $K\otimes oQs$
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$i,$ $j$ . $i$ split-mono , $i$ split-epi
, ranko $(Is)=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathcal{O}(\Omega-1J_{S})$ , $Is=\Omega^{-1}Js$ . $\square$
$G$ p , $OG$
$([\mathrm{D}])$ :
(i) $G=C_{2}$ ,
(ii) $G=C_{3}$ (3) $\supseteq(\pi^{3})$ ,
(iii) $G=C_{p}$ $(p)\supseteq(\pi^{2})$ ,
(iv) $G=C_{p^{2}}$ $(p)\supseteq(\pi)$ ( $C_{p^{n}}$ $p^{n}$ ).
\S 2 kG- standard Auslander-Reiten
$kG$- $S$ . , $\mathrm{O}\mathrm{G}$-lattice $L$
, $L/\pi L\cong S$ . Qs radical $J_{S}$ .
5 $J_{S}/\pi J_{S}\cong S\oplus\Omega S$ .
$L$ projective cover $0arrow\Omega Larrow Q_{S}arrow Larrow 0$ , $J_{s=TQ}s+\Omega L$
. , $J_{S}/\pi Js=(\pi Qs+\pi J_{S})/\pi Js\oplus(\Omega L+\pi J_{S})/\pi Js$ . , $(\pi Qs+$
$\pi J_{S})/\pi J_{S}=\pi Q_{S}/(\pi^{2}Q_{S}+\pi\Omega L)\cong Q_{S}/(\pi Q_{S}+\Omega L)\cong S.$ $(\Omega L+\pi Js)/\pi J_{S}=$
$(\Omega L+\pi^{2}Q_{S}+\pi\Omega L)/(\pi^{2}Qs+\pi\Omega L)\cong\Omega L/(\Omega L\cap(\pi^{2}Q_{S}+\pi\Omega L))=\Omega L/\pi\Omega L$ (
, $\Omega L$ Qs pure ).
, $P_{S}$ standard Auslander-Reiten $S$ , $Q_{S}$ Auslander-
Reiten $A:0arrow J_{S}arrow Q_{S}\oplus*arrow I_{S}arrow 0$ .
6 kG- $S$ $Q_{S}$ OG-
. , Auslander-Reiten $A$ $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (\pi)$ reduction kG-
: $0arrow J_{S}/\pi J_{S}arrow Qs/\pi Q_{S}\oplus*arrow I_{S}/\pi I_{S}arrow 0$ , standard Auslander-Reiten
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$S$ $\mathrm{O}arrow Sarrow S\oplus Sarrow Sarrow \mathrm{O}$ .
( [K] .) $L$ ( $OG$-lattices ) injective hull
$Q_{S}$ , $L$ $Q_{S}$ pure . $(L+\pi Qs)/\pi Q_{S}=$
$\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{c}(QS/\pi Q_{S})$ , $Is=Q_{S}+\pi^{-1}L\subseteq K\otimes_{\mathcal{O}}Q_{S}$ .
, $\varphi$ : $Q_{S}arrow L$ projective cover . $L\subseteq Q_{S}$ \mbox{\boldmath $\varphi$}\in $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{KG}(K\otimes oQ_{S})$
, $\mu$ : $\pi^{-1}\varphi$ , $\mu(I_{S})\subseteq Is$ . \mu $\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{O}c(Is)$
$\mathrm{S}_{\mathrm{o}\mathrm{C}}(\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{O}G(Is)/\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}(\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}oG(Is)))$ ( 7 ).
$I_{S}$ Auslander-Reiten $A$ , $I_{S}$ projective cover $\mu$ pull
back $([\mathrm{R}1], [\mathrm{T}])$ :
$0arrow$ $J_{S}$ $arrow Q_{S}\oplus$ $*$ $arrow$ $I_{S}$ $arrow 0$
$||$ $\downarrow$ pull back $\downarrow\mu$
$0arrow\Omega I_{S}arrow Q_{S}\oplus Q_{S}$ $arrow$ $I_{S}$ $arrow 0$
$A$ $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (\pi)$ reduction –A , $I_{S}/\pi I_{S}\cong\Omega^{-1}S\oplus s$
projective cover -\mu : $\Omega^{-1}S\oplus Sarrow\Omega^{-1}S\oplus S$ pull back . , $\mu$




pull back , $\overline{\mu}|_{\Omega^{-1}S}$ $0$-map , standard Auslander-Reiten
$S$ . pull back , $\overline{\mu}|_{S}$ $0$-map , .
7 6 \mu $\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{OG}(I_{S})$ Soc $(\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}OG(I_{S})/\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}(\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}oG(Is)))$
.
6 . $Q_{S}=eOG(e$ $OG$
) . $Is=eOG+\pi^{-1}\alpha oG$ , $f\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathrm{O}G}(I_{S})$
$f(e)$ . $f\in \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}(\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}OG(Is))$ , $f(e)\in$
$eJ(OG)+\pi^{-1}\alpha OG$ . , $f\in \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}(\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{OG(I}s))$ ,
$\overline{f}\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{k}G(\Omega^{-1}s\oplus S)$ , ${\rm Im}\overline{f}\subseteq \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\overline{\mu}$ . –\mu$\circ f\text{ }$ $0$-map
$\mu\circ f\in\pi \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{OG}(Is)\subseteq \mathrm{p}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{i}}(\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}OG(Is))$ $f\in \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}(\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{O}G(Is)$
, \mu Soc $(\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}oG(Is)/\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}(\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{O}G(I_{S})))$ .
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8 $kG$- $S$ $Q_{S}$ OG-
. , $vx(JS)=vX(s)$ .
: $J_{S}/\pi J_{S}\cong S\oplus\Omega S$ $vx(J_{S})\geq vx(S)$ . , 6 S –A
, $A$ $vx(S)$ , $vx(J_{S})\leq vx(S)$ $([\mathrm{R}2])$ .
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